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�q��¡=¢Y�,¡w�{���~ÉL�N¤� |�o¥o�g�oÄ���ÊA�o�{¢��o����Ä�¤�¡w¢g�L ^¡w�o¤3²



/äç #%$'&)(	*,+-(/.10-&).�243'5

0
1

2
3

4
5

6
7

P P P
 0 1  p P

 0 

k
k-1

k-2

k+1jj-1

��»�@`¹�¶-�Í��¯-�Ó¨x�o�|�o¦u¦w��¦n���N |���~¡=�\ |�^¡wÒ�Ä~ |¡u��¤
¡w¤�¥o�Y�N§��,¤��o |�L |¡u��¤
0 

P 0 
P 0 

P P P P P 
1 1 ... ... ......

n

è p 
P P 

1 

è

p-1 p-1 

��»�@3¹�¶-�B�/±-��¨x�N�Y�N¦w¦w��¦n���L Y����¡w�z ^�|¡uÒ�Ä~ ^¡w�o¤�¡w¤,���N ^�|¡Ãè�¤��N |�N ^¡w�o¤
©�²)³�E=¢rC��XEa��´�µ98~µ�»A·3´

Ñ`�'���g�|¢"�|¡uÒ5�. ^���q¡w��§�¦u�g����¤� |�N ^¡w�o¤�¡w�|�zÄ��g�>�.�
�|�"ÊA�g�> ^�� ^���q���N ^�|¡Ãè����~�~��¦W£o�gÉo�g¤� |���oÄ�¥��
 |�����~�(�z¡w¥o¤��oÊ9 |����¤��g��¢Y���o�^¡u¤�¥-�N¦w¥o�o�|¡u ^���ÿ�.���qÒ��o�^�g����¤, ^���+¥o�Y�N§����NÊ> |�������L |�^¡uè�£?�o�
�^���L�.�g�-¡w¤
 ^��¡=�q§��o§?�g�g² G �o¤?�z¡=�~���{�o¤
ñÚò
ñå�N�|�^�L�q���g�o�-���N ^�|¡Ãè�£; |���^�g�'�o¤���ËI�~¡w����¤��^¡w�o¤��o¦
�o�^�Y�G�~�{�N�|��Ä��^�g�Ç ^�,�^�g§��|�g�^��¤� �¡u g���o¤��+ÊA�o���^�L����¤���ZA�o�'¢"��¦uÄ���¤Ú�o¤���£��z¡w¤�¢��� |���+���N ^�|¡Ãè
¡=���^�;������ ^�|¡w¢ _ �N¤?�  \�
�çÊA�o�- |���Ú ^�|¡w�~¡=�N¥��o¤��o¦{��¤� |�^¡w�g���q��¡w¢Y�8�q¡u¦w¦��o§�§5�g�N�,�~Ä��|¡u¤�¥� ^���
 |�^¡=�~¡=�N¥o��¤��N¦w¡wÖg�L |¡u��¤-§��|�~¢"�g�|�g²

¨l�|�~¢"�(�^�^�o�Y�
�o�^�)¢��o¤�¤��(¢b |�g�,¦u¡wío���o¤��o�|�z�g��Ò�¦w��¦u¡w¤������q�z���L�q¤
¡w¤Ç«9¡u¥�Ä��^��¬GÏ~²lÑ�����§��^�oË
¢��g�|�z���9�q¡w¦w¦��^�(¢"�g¡uÉ��.¤����ÈÒ�Ä�¦u¥��g�>ÊA�|�o�& ^���{¦w�"Ê� (£����>¡Ã �§?�o�|�z�(�`Ò�Ä�¦u¥��g�> |�� ^���{¤��"è; l§��|�;¢��g�|�z���
��¤Å ^���
�^¡w¥o�� g²I»
�o¢Y�Å§��|�;¢��g�|�z�����q¡w¦u¦.�\ Y�N�^ �§��o�|�^¡u¤�¥�Ò�Ä�¦u¥��g�� ^��¤��"è; �§��|�~¢"�g�|�^�o�)�q���g¤ç¡Ã 
�z |�o�z Y��§��|�~¢"�g�|�^¡u¤�¥� ^���,���Lè~¡w��Ä�� ¤;Ä���Ò5�����oÊ{Ò�Ä�¦w¥o�g��Z
á[ÛXÅoÏ!ã _ �N¦w¦u�L�.�g�Å§5����§��|�~¢"�(�^�^�o�(²é ¤
 ^�����N ^�����Ó�^¡w���)¡u¤����L |�^¡uè�¤��o |�L |¡u��¤�£~ |����§��|�~¢"�g�|�^�o��¦u���o�
¡w�{¡u¤���¡w¢g�L ^�(�,¡u¤Ç«9¡w¥oÄ��|��¬gý�²
äå�+���^�^Ä����' ^���N �¢��o¦wÄ���¤��Ó�oÊl�N¤�ñ�ò�ñç�N�|�^�L�q���g�o�
���L |�^¡uè��o�^�+�~¡uÉ;¡=�~�g��¡w¤� ^�£ê�Ò�¦u�~¢Yí~��£
�q��¡=¢Y�Ú�o�^���o�|�z¡w¥o¤��g�� |�7Þå§��|�~¢"�g�|�^�o�Y�{¡w¤å�
�q�|�o§~Ë��N�|�oÄ�¤��,Êv���z��¡u��¤�²�Ù��� ]Ü
Ò5�+ |����¦u�g¤�¥N |�
�oÊ3��Ò�¦w�~¢Yí��N¤���ÝÛÒ5�� ^����¤;Ä���Ò5�����NÊ9¢"¦w�;¢Yí~�.�o�|�z¡w¥o¤��g�� |���g��¢Y�-§��|�~¢"�g�|�^�o�=Zv�q�|�o§��N�|�oÄ�¤��
¤;Ä��+Ò?�g� _ ²xäÚ�'���GÉ���ñ û Ü[ê û ÜëÞpÝÚ²
Ñ����Ú§�¡u§5��¦w¡w¤��å�o¦u¥��o�|¡Ã |��� �N¡w���� ^�ê���Lè~¡u��¡wÖ��Ú§��^�~¢��g�|�z���-Ä~ ^¡w¦w¡uÖ(�L ^¡w�o¤ �N¤�� ��¡w¤�¡w��¡wÖ��

§��|�~¢"�(�^�^�o�)¢"������Ä�¤�¡=¢��N ^¡w�o¤�²�Ñ`�Ç�o¢Y��¡w��É��� ^���(�z��¥o���o¦w�'�.�-¡w��§�¦u�g����¤� ^�(�Å ^���|����É����Y�z¡w�o¤?�



3,|'&D}�~t34243'(�(�&)(d�X�43-#%.�|-��3'(/��+�2p.��X�-���/+�2��X243'|-#��/+-2'�{.�|-��3'2p2X+p}7�4&)3'���{3D�X24.��r&r#]�4+��X24.��-.�34��+-|'3'(��/+-2'�a�/|/
0 

P 0 
P 0 

P ...P P 
1 p P P P P 

1 1 ... ... ...

x x

0 0 xx x

x x x  
x x x  

0 x x x  

p p  

  x x x

x
x

x x n x n

-1

��»�@`¹�¶-�Í��³A�{é�¦w¦wÄ��\ |�|�N ^¡w�o¤
ÊA�o�q��¤��)¢Y���o�^¡u¤�¥�¢��;¢�¦u�
�oÊÓ ^�����o¦u¥��o�|¡Ã |��� ����§�¦w�L�;¡u¤�¥� |�g¢Y��¤�¡�K�Ä��g���^Ä�¢Y� �o���q�|�o§ê�o�^��Ä�¤��È�o¤��ê���(�^�|�N¥��
¥��^��Ä�§
§����^�^¡w¤�¥��
��ì�í�î[ïDìÂïDð'ñ
ò)ñ�ó¨ôpðöõ �xÑ����'���L ^�|¡uè�¡w�.�gÉo��¤�¦u����¡uÉ;¡=�~�g�
Ò;�� ^���'¤;Ä���Ò5���q�oÊ`§��|�~¢"�(�^�^�o�Y�

Ò5��¡w¤�¥�Ä?�z�(��²,»
�o¢Y�ç§��^�~¢"�(�^�^�o��¡w�+�^�(�z§5�o¤?�z¡wÒ�¦w�-ÊA�o���Ç§?�N�^ ^¡=¢"Ä�¦=�N�+§?���z |¡u��¤ç�NÊq |���
���N ^�|¡Ãè
�~Ä��^¡w¤�¥� ^����¢g�N¦=¢"Ä�¦=�L |¡u��¤�²
��ì�í�î[ïDìÂïDð'ñ
ò)ñ�ó¨ôpðø÷ �ÇÑ`�Å���Lè~¡u��¡wÖ��� |����§��|�;¢��g�|�z���+Ä� ^¡w¦u¡wÖg�N ^¡w�o¤ �N¤��È ^����¡w¤�¡w��¡wÖ��

§��|�~¢"�(�^�^�o�.¡w��¦u�' |¡u���o£?�+�q�Y�N§��N�|�oÄ�¤����oÊ`§��N ^���ÄZv¢"�~¢�¦u¡=¢�Æ�¦u¦w¡w¤�¥��NÊ` ^���)§�¡w§5� _ ¡=��Ä��^�g��²
��ì�í�î[ïDìÂïDð'ñ
ò)ñ�ó¨ôpðúù ��Ñ`�å�^�(�~Ä�¢"��¢"������Ä�¤�¡=¢��N ^¡w�o¤� |¡u����Ò5�" \�.����¤ê§��|�;¢��g�|�z���|�g£9 ^���

¡w¤~ÊA�o�|���L |¡u��¤�ÊA�|�o� �^��É����Y�N¦nÒ�Ä�¦w¥o�(��¡w�q¢��o�+Ò�¡u¤��g�
ÊA�o�q§����^�^¡w¤�¥� |�����  ^���o ^���g�q§��^�~¢��g�|�z���|�g²
é�¤����L |�^¡uè
¤��o |�N ^¡w�o¤�£�¡u {¡=�{�g���z�- ^�-�^���' ^�?�L { |���^�(�o¢Y�,¡Ã Y�q��h5ËI��¡w�o¥o�o¤?�N¦�§5���^¡Ã |¡u��¤�£��g��¢Y�

�g¦u�g���g¤� ��?�o�� ^��¥��� |���|�oÄ�¥��ð��û!ü òXý�ó¨ð?þ û�ÿ�û î¨ï ²�Ý$¢Y���o�^¡u¤�¥å¢��;¢�¦u��¡=�-�Å¢"��¦u¦w�g¢" ^¡w�o¤ð�NÊ
¢Y�����z¡w¤�¥��z ^��§?��£5¡u¤��q��¡w¢Y�� \�.����¤� ^�|¡w�g�q�q¡w¦u¦9Ò5��¢Y���o�^�g�,�/h� ^�- ^���) |�^¡=�~¡=�N¥��o¤��o¦S£���¤����o¦u��¤�¥
 |���)�^�L� �N¤��
 ^���)�N ^�����{�N¦w�o¤�¥� |����¢"��¦uÄ���¤�²xäå�)¤��g�g�
 ^��§5���^ÊA�o�|�üñ R Ï�¢Y�����z¡w¤�¥�¢"�~¢"¦w�g�ÊA���������N ^�|¡ÃèÇ�oÊ��z¡wÖ���ñ�òÇñx²]»���¢Y��¢Y�����z¡w¤�¥�¢��;¢�¦u���q¡u ^�Ú�
�~¡1h5�g�^�g¤� '¤;Ä���Ò5���'�oÊ
¢Y���o�^¡w¤�¥
�z ^�g§���²>Ñ����q�q����¦u��§��|�~¢"�(�^�x�z |�o�z Y�>�q¡Ã |����¤��{¢Y�����z¡w¤�¥'�\ |��§�ÊA�o�x |����Æ��Y�\ �¢Y�?�o�^¡u¤�¥'¢"�~¢�¦u�{�o¤��
�g¤����{�q¡u ^�Úñ R Ï-¢Y�����z¡w¤�¥-�z ^��§?�{ÊA���{ ^���+¦=�o�z Ó�o¤��o²ÓÝ*¥o¦w�oÒ��o¦�É;¡u�g���NÊx |���+¢Y�����z¡w¤�¥�¢��~¢"¦w�
¡=�{�^���L�q¤
¡w¤�¡w¤�«9¡w¥oÄ��|��¬�Í?²lé�¤�¡u ^¡=�N¦w¦u�� ^���g�^�)¡=�q��¤�¦u�
�o¤��)§��^�~¢"�(�^�^�o���q��¡=¢Y��¡w�Ó�o¢b |¡uÉ����z¡w¤�¢��
 |�����|�)¡w�{�o¤�¦w�-�o¤���¢Y���o�^¡u¤�¥��z ^�g§�¡u¤, |���)Æ��Y�\ Ó¢Y�?�o�^¡u¤�¥�¢��;¢�¦u��²lé�¤, ^���+�zÄ�Ò?�z�
K�Ä���¤� Ó¢Y���o�^¡w¤�¥
¢��;¢�¦u�(��£N ^���{¤;Ä��+Ò?�g�l�NÊ�¢Y�����z¡w¤�¥)�\ |��§��xÊA�o�l�(�o¢Y��¤���� ¢Y�����z¡w¤�¥)¢"�~¢"¦w�q¡w¤�¢"�|�g���z�(�>�o¤��qÒ;����¤��o²
Ý §��^�~¢"�(�^�^�o���q¡u¦w¦�Ò5�g¢��o���Ó�o¢" ^¡wÉo�{�q����¤��gÉo���l ^����¢Y���o�^¡u¤�¥�¢"�~¢"¦w�{¦w��¤�¥o ^�-¡=�l¦w�o¤�¥���¤���Ä�¥o�� |�
�|�g��¢Y�- ^�?�L {§��|�~¢"�g�|�^�o�(²

J;²�Ï=��¶���·3¶-Ea83´3º4�J~²u¬�² �£ð?òXî ÿ ñ�ó û òrî)�åô��?ïDî���� �g¢��oÄ��^��§��|�~¢"�g�|�^�o���o¤���¡w�)�o¦u���G�~�{Ò5��¡w¤�¥�Ä��^�g�BZA��¡u ^�����'¡u¤�¡ÃË
 |¡w�N ^¡w¤�¥�¤����Õ¢Y���o�^¡w¤�¥�¢��~¢"¦w�g���o�qÒ5��¡w¤�¥��|�"ËIÄ��z�(��Ò;�� |���)�q�Y�N§~Ë��N�|�oÄ�¤?�-�\ |�o�Y�N¥��o²>Ñ����' ^�o |�N¦
 |¡u��¡w¤�¥,ÊA�o�� ^����§��o�|�o¦u¦w��¦x�o¦u¥��o�|¡Ã |���$¡w��§��|�o§5�o�^ ^¡w�o¤?�N¦` ^�, ^���� |¡u���	� ç ¡=�)�o¢" ^¡wÉo��²+Ñ���¡=�'¡w��|��§��|�g�^��¤� |�g�ÇÒ;�� |���-�^���o�~�L�.�g�å�N�|�g���Ó¡w¤�«9¡u¥�Ä��^��¬(ý�²dÙ��� �
���Ò?�� |���� ^¡w�����^�
K�Ä�¡u�|�g��ÊA�o�
¢��o��§�¦w�" ^¡w¤�¥å�o¤���¢Y�����z¡w¤�¥Å�\ |��§�ZSÏoÜå�o�^¡u ^������ ^¡=¢£¹��o§�� _ £� ^���g¤ð ^���, ^�o |�o¦{¢"�o��§�Ä� |�L |¡u��¤��N¦



/ " #%$'&)(	*,+-(/.10-&).�243'5
 |¡u���'ÊA�o�
� ç ¡=���������� û 
����5Ì ñ�� R ¬

Ï � " Ð W Ì�ZAñ R �äÞ _ � R ¬
Ï � " Ð W������
W Ì1Zvñ R Z[Ý R ¬ _ �äÞ _ � R ¬

Ï � " Ð��
û

ñ
Ï	Þ Zvñ W �äÞ R � _ 
 � ô Zvý _

Ñ`���(�\ |¡u���N ^�' ^����¢"�o���+Ä�¤�¡=¢��L |¡u��¤� |¡u����£��
�)���^�^Ä����� ^���N �§?�o�|�z¡w¤�¥������(�^�|�N¥����q¡u ^���¹����L |¡u¤�¥oËW§5�o¡w¤� x�
���|���9ÊA�|�o�*�o¤���§��|�~¢"�(�^�^�o�> |�)¡Ã Y�x¤���¡w¥o�;Ò5�o�l¢����z |� 
�� û 
�! W �"
$# ¦ �q�����|�%
�!
¡=�
 ^���)�z |�N�^ ^Ä�§- ^¡w���)�N¤��&
$#Å¡w�. |���� ^¡w���'§5�����.�o�Y�� ^�Y�N¤��zÊA���(² é ¤���Ò�Ä�¦w¥o�'���L Y�+¢��o¤� |�o¡u¤,©
�.�o�Y���g²>Ñ
�;§�¡=¢��N¦w¦w�o£'
�!%()
$#*()
���£��N¤?�� |�����Y�L |¡u�+
�!�Å,
���ÊA�o�{¢"Ä��^�|��¤� q§��N�Y�N¦w¦w��¦�¢"����§�Ä~ ^�g�|�
�Y�N¤�¥��g��ÊA�|�o� �;Ä�¤?�~�^�(���� ^�� |��¤����NÊ. ^����Ä��^�o¤����g²-Ñ����� ^¡w��¡u¤�¥��' |��§��o�|�)�,���(�^�|�N¥����q¡Ã |�
���N |�-ÊA�o�.-�Ò�Ä�¦w¥o�g��¡=��¥o¡wÉo��¤�Ò��/
�0 û 
�! W ©1-"
$#�ô�Ñ���Ä?��£��.�����"Æ�¤��2
�3 û 
�0�Å,-
 |�
Ò5�� ^���
�GÉ����Y�N¥o�(�����(�^�|�N¥��"ËI§��o�|�^¡u¤�¥' |¡u����ÊA�o�.�o¤���Ò�Ä�¦w¥o��²>é�¤
«9¡u¥�Ä��|��¬gý�£o |���'�z¡wÖ����NÊ`�o¦u¦5���g�|�^�o¥o�(�
�^��¤� {Ò;�4� ç ¡w�{�^�g§��^�(�z�g¤� ^�g�
Ò;�- |�����|¡u¥��� q�(�~¥o�(�q�NÊ9 ^�����^�����~�L�
�(��Ò?�N�Y�]Z� ^�?�L Ó�|��§��|�g�^��¤� Y�§����^�^¡w¤�¥��NÊ����N |���oÊ�¢Y���o�^¡u¤�¥ç¢"�~¢"¦w�g�- ^�� |����¤���è; 
§��|�~¢"�g�|�^�o��¡w¤  ^����§�¡u§5� _ ²*ØÓ���|�o£q�.�
���^�^Ä����q ^�?�L ��g�o¢Y��¥o�|�oÄ�§����g�|�|�N¥o�(�x�q¡u ^�-Æ�è;�(�-¦w��¤�¥o ^��©1-+ÊA���.�o¦u¦5§��|�~¢"�g�|�^�o�Y��²3Ñ��;Ä��g£� ^���
¢��o����Ä�¤�¡w¢g�L ^¡w�o¤� ^¡w����¢��o¤
Ò5�)�g�z ^¡w���L ^�(��Ò;������5�6� û


 0- Ì�ZAñ R � _ W ZAñ R � R �äÞ _ W7�����
W ZAñ R � R Z�Ý R ¬ _ �äÞ _
û

¬
Ï8�äÞ ZAñ " W ñ��äÞ R ÏLñ�� _ 
�3�ô ZAÍ _G ��¤��z�
K�Ä���¤� ^¦w�o£� |���)§��N�Y�N¦w¦w��¦n ^¡w���)¡w��¥�¡uÉ���¤,Ò;���� û �����5��� W �����5�6�
û

ñ
Ï�Þ ZAñ W �äÞ R � _ 
 � W ¬

Ï,�äÞ Zvñ " W ñ��äÞ R ÏLñ�� _ 
 3 ô ZSª _
«��^���  ^��¡=�q��è;§��^�(�^�^¡u��¤��.�)¢��N¤��~�g�^¡wÉo�� ^���)�o§~ |¡u���N¦�Ò�¦u�~¢Yí-¦w��¤�¥o ^�9�

�����;: û=< ñ>
�3ZUÞ R ¬ _ 
 � ¦
�q��¡=¢Y�,��¡w��¦=���� |���)�o§� ^¡w���o¦�¤;Ä���Ò5���q�oÊ9�q�Y�N§~Ë��N�|�oÄ�¤����

Ý����;: û
¬Þ < ñfZUÞ R ¬ _ 
��
 3

Ñ������z§5���(��Ä�§��oÊ3�)§��o�|�o¦u¦w��¦5�N¦w¥o�o�|¡u ^���î¡w����K�Ä��o¦� |�� ^���Ó�Y�L ^¡w��Ò5�" \�.���g¤� ^�����z�
K�Ä���¤� ^¡=�N¦
 |¡u���.� ! �N¤��- ^���'§��o�|�o¦u¦w��¦� ^¡w���?� � � @ û � ! Å8� � ô~Ø{�g�^�.� ! ¡=�
�
K�Ä��N¦? ^��ZAñ " ÅNÏ _ 
 �  ^�;Ä��
 ^���
�^§?�g�g�
Ä�§,ÊA�o�� |��¡w�Ó�N¦w¥o�o�|¡u ^���ü¡=�@ û Z ñ "Ï _ 
 � Å~Ì ñÏ	Þ ZAñ W �äÞ R � _ 
 � W ¬

Ï,�äÞ ZAñ " W ñ��äÞ R ÏNñ�� _ 
 3 ÐIô Zv© _
éIÊA� ûCB ZAñ _ £~ ^���g¤D@ ­ ÞÇ�o��ñ

­FE ²J~² Ï�² �/G�ìÂï"Htó û òrî)	�ïDýIG?î[ñ�ýJ� Ñ������o¦u¥��o�|¡Ã |��� ���o�'¡w��§�¦u�g����¤� ^�(���o¤å \�.������¢Y��¡w¤��g�)¦w�NË
¢g�L ^�(��¡w¤�Ñ3��è��o��ÝLK�M�æ{¤�¡uÉ����Y�z¡u \�n�9�o¤�e G æ � »È�q¡Ã |�
©oÍ�¤��~�~�g�.�N¤?�-��¨x�o�|�o¥o�o¤��q¡u ^��ý�Ï
¤��~�~�(��² � �N |���N�|���o¤���¡w�z ^�|¡uÒ�Ä~ ^�(�
���g�����^�	MÇé$M�°&§��o�|�o¦u¦w��¦n���o¢Y��¡u¤��(��²
Ñ����-���N ^�|¡Ãèå�^�(�zÄ�¦u |���z���L�q¤Å���g�^�-�o�^��ÊA�����ÇÏN±oÍ�¯
òåÏo±NÍ�¯
���L |�^¡uè�£`Ä�¤�¦u�(�^�)�o ^���g�^�q¡=�^�

�z |�N ^�g��²�«9¡u¥�Ä��^��¬Gª+�^���L�{��Ò5�N |���o¤��N¦w�� ^¡=¢��o¦��N¤��,�"è~§5���|¡u���g¤� Y�N¦�§?�N�Y�N¦w¦u�g¦? |¡u��¡w¤�¥��g£�ÊA���� ^���
Æ��Y�z �¡u��§�¦w������¤� Y�L ^¡w�o¤3£`�o���z¡wÖ����oÊ
 |�������L ^�|¡uèÚÉL�N�|¡u�(��£3ÊA�o���~¡1hn���|��¤� �¤;Ä���Ò5�����NÊ�§��^�~¢��g�zË
�^�o�Y��²>Ñ������o¤��N¦w�� ^¡=¢��N¦n |¡u���)¡=�q§��|�g�~¡=¢b |�g�
Ò;��ZSª _ £��q�����|�� |����¢"�;��ï�¢�¡u�g¤� |�6
����o¤��9
�3)�.���|�
�~�� ^�g�^��¡w¤��g�åÒ;�Ú¤;Ä����g�^¡=¢��o¦x�"è~§?�g�^¡w����¤� |��ZN
�� û ±�ô ±o±�±o¯�ªNÍ
�o¤��*
�3 û ±�ô ±o±DJNªNÜ�¯��^�g¢��o¤����



3,|'&D}�~t34243'(�(�&)(d�X�43-#%.�|-��3'(/��+�2p.��X�-���/+�2��X243'|-#��/+-2'�{.�|-��3'2p2X+p}7�4&)3'���{3D�X24.��r&r#]�4+��X24.��-.�34��+-|'3'(��/+-2'�a�/ �
ÊA���� |���'¤ G æ � »ð�N¤��&
 � û ±�ô ±�±o±�±�¬�Í��o¤��	
 3 û ±�ô ±o±o±�¬g©�¯��^�g¢��o¤�����ÊA���. ^���'¨�ÝÓ°{Ý{× é e _ ²
«��^���  ^��¡=�{«9¡w¥oÄ��|�'�
�)¢��o¤,�^���� |���L q |�����N¤��o¦u�� |¡w¢g�N¦��N¤?��¤;Ä������|¡=¢��N¦��|�g�^Ä�¦u |�����L Y¢Y�
�.��¦w¦W²

1 processor  

4 processors 

16 processors

numerical    

analytical   

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20
NCUBE

 Matrix size (n)

T
im

e 
(1

00
 s

ec
on

ds
)

1 processor  

4 processors 

16 processors

numerical    

analytical   

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
0

20

40

60

80

100

120
PARAGON

 Matrix size (n)

T
im

e 
(s

ec
on

ds
)

��»�@3¹�¶-�B�/À-� G �o�^��¬o�>¤����q�Y�N§~Ë��N�|�oÄ�¤?�-�N¤��
¤���¥��^��Ä�§����g�|�|�N¥o��§����^�zË
¡u¤�¥�²l¨x�N�Y�N¦w¦w��¦5 ^¡w���)�q¡Ã |�,�|�g�^§5�g¢b � |�-�~¡Uhn���|��¤� q���L |�^¡uè
�^¡uÖg�o²

«9¡u¥�Ä��|�å¬(©Å�z���L�{��Ò5�N |� �o¤��N¦w�� ^¡=¢��o¦{�N¤��ê�"è~§5���|¡u����¤� Y�N¦q§��o�|�o¦u¦w��¦� |¡u��¡w¤�¥���ÊA����¡u��§�¦w�"Ë
����¤� Y�L ^¡w�o¤ ÏÚ�q¡Ã |�êÉL�N�|¡w�oÄ���§��|�~¢"�g�|�^�o�+�o¤��ê�q�|�o§ê�N�|�oÄ�¤��ç¤;Ä��+Ò?�g�|�g² � �N |�ð�o¤��N¦w�� ^¡=¢��o¦
�o¤���¤;Ä������|¡w¢g�N¦>�|�g�^Ä�¦Ã Y�Ó¡w¤��~¡=¢��N ^�+ ^���N � |�����o§~ |¡u���o¦9�q�Y�N§�ËI�o�^��Ä�¤��,¤;Ä���Ò5���'¡=��¯�ÊA�o�� \�.�
§��|�~¢"�(�^�^�o�Y��£�J{ÊA�o�>ÊA��Ä��>§��^�~¢��g�|�z���|�g£Nª{ÊA���>��¡w¥o�� x§��^�~¢��g�|�z���|�g£L�N¤��+ÍÓÊA���l�z¡uè; ^�g��¤�§��^�~¢��g�|�z���|�g²
«9¡w¥oÄ��|��¬!J)�z���L�{��Ò?�o ^�,�N¤��o¦u�� ^¡=¢��o¦?�o¤����"è~§5���|¡u���g¤� Y�N¦5§��N�Y�N¦w¦w��¦� |¡u��¡w¤�¥���ÊA�o�.¡w��§�¦u�g���g¤� |�LË

2 processors 

4 processors 

16 processors

numerical    

analytical   

0 2 4 6 8 10 12 14 16
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20
NCUBE (2048 x 2048 Matrix)

Wrap−around number

T
im

e 
(1

00
 s

ec
on

ds
)

2 processors 

4 processors 

16 processors

numerical    

analytical   

0 2 4 6 8 10 12 14 16
0

20

40

60

80

100

120
PARAGON (4096 x 4096 Matrix)

Wrap−around number

T
im

e 
(s

ec
on

ds
)

��»�@3¹�¶-�®�/È-��¨x�N�Y�N¦w¦u�g¦~ ^¡w��¡u¤�¥����o����ÊAÄ�¤�¢" ^¡w�o¤��oÊ� ^���Ó¤;Ä���Ò5���.�NÊ`�q�|�o§~Ë
�N�|�oÄ�¤?����²�eÓ��¥o�|�oÄ�§
���(�^�|�N¥��g��¢"��¤��^¡w�~�g�^�(��Zv¡u��§�¦w�����g¤� Y�L |¡u��¤�Ï _

 |¡u��¤,ý+�q¡Ã |���~¡Uhn���|��¤� q¥o�|�oÄ�§����g�|�^�o¥o��¤;Ä���Ò5���Y��²xØÓ���|�Ó |���)�q�|�o§~Ë��N�|�oÄ�¤��-¤�Ä���Ò5���q¡=�.�^�" 
 |��¯�²»xï-¢�¡u�g¤�¢"���|�g�^Ä�¦Ã Y��£;¢"���^�|�g�^§5�o¤��~¡w¤�¥' |�� |���{ |���^�g���~¡1hn���|��¤� .���G�~�x�NÊ`¡u��§�¦w������¤� |¡u¤�¥� ^���
�o¦u¥��o�|¡Ã |����£
�N�|���z���L�q¤ê¡w¤ «`¡w¥oÄ��^�Å¬g¯�²�Ñ������|�g�^Ä�¦Ã Y���N�|���z���L�q¤êÊA�o��ÊA��Ä����o¤�� �z¡uè; ^���g¤
§��|�~¢"�(�^�^�o�Y��²9éIÊx�
��¢��o¤��^¡=�~����ÊA��Ä��q§��|�;¢��g�|�z���|�g£�ÊA�o�{��è��N��§�¦w�o£~�.��¢��N¤����Ní��� ^���)ÊA��¦u¦w�L�q¡w¤�¥
��Ò��z�g�^ÉL�N ^¡w�o¤��g�`«��o�. ^����Æ��Y�z .¡w��§�¦u�g����¤� |�N ^¡w�o¤,�
���oÒ~ Y�N¡w¤��g���"ï-¢"¡w��¤?¢"���o�^��Ä�¤���ªo±"O�²x«��o�
 |����¡u��§�¦w�����g¤� Y�L |¡u��¤��q¡Ã |���q�|�o§Å�o�^��Ä�¤���£3 ^�����"ï-¢"¡w��¤�¢����|�g��¢Y���g�ÄJoÏJO�²
«��o�' ^���� ^��¡w�Y�



/ © #%$'&)(	*,+-(/.10-&).�243'5

2 processors

4 processor 

16 processor

numerical   

analytical  

0 2 4 6 8 10 12 14 16
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11
NCUBE (2048 x 2048 Matrix)

Number of group messages

T
im

e 
(1

00
 s

ec
on

ds
)

2 processors

4 processor 

16 processor

numerical   

analytical  

0 2 4 6 8 10 12 14 16
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11
NCUBE (2048 x 2048 Matrix)

Number of group messages

T
im

e 
(1

00
 s

ec
on

ds
)

��»�@3¹�¶-� �9É4� G �o�^�Úý���äÚ�Y�N§8�o�^��Ä�¤����o¤�� ¥��^��Ä�§ ���g�|�^�o¥o�"ËI§����^�^¡u¤�¥�²
¨x�N�Y�N¦w¦u�g¦5 ^¡w���)�q¡u ^���|�g�^§?�(¢b q |�+ |���)¤;Ä���Ò5���q�oÊ9¥��^��Ä�§����(�^�|�N¥��g�g²

Case 1       

Case 2       

Case 3       

4 processors 

16 processors

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
NCUBE

Matrix size (n)

E
ffi

ci
en

cy
 

Case 1       

Case 2       

Case 3       

4 processors 

16 processors

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
PARAGON

Matrix size (n)

E
ffi

ci
en

cy
 

��»�@3¹3¶-�Í�/Ê��a»lï�¢�¡u�g¤�¢"���q¡Ã |�,�|�g�^§5�g¢b � |�����N ^�|¡Ãè,�z¡wÖ��(�
¡w��§�¦u�g����¤� |�N ^¡w�o¤;ZA�q¡u ^�È�q�|�o§ç�N�|�oÄ�¤����o¤��Å¥o�|�oÄ�§å���(�^�|�N¥���§��o�|�z¡w¤�¥ _ �
���^�(�o¢Y���(��JN©"O
��ï�¢�¡u�g¤�¢"� _ ²�äÚ��¢��o¤Ú�^���+ÊA�^���  ^�����|�g�^Ä�¦Ã Y�� ^���N � |����¦w���\ '¡u��§�¦w�����g¤� Y�L |¡u��¤Ú¡=�� ^�������o�|�
��ï�¢�¡u�g¤� ��oÊ` |���' ^���^�g�'¢��o¤��^¡=�~���|�g��£������o¤��)�^���oÄ�¦w�
�"è~§5�g¢b (²
«9¡u¤?�N¦w¦u�Ç�.���.�o¤� ' |�,�^���L�� |���L (£�¡u¤?�~���(�Ú��Ä��'¤����*�N¦w¥o�o�|¡u ^���$§5���^ÊA�o�|����Ò5�" ^ ^�g�' ^���o¤

 |���� ^�Y�o��¡Ã |¡u��¤��N¦.�N§�§��|����¢Y�å��Ä��� ^�� ^�����^�(�o�^�o¤����z |�N ^�(�Å¡u¤Å |��¡w�+§��o§?�g�g²�Ñ���¡=��¡=�+¢�¦u�(�N�|¦u�
¢��o¤~Æ��|���g��Ò;�� ^���Ó |¡u��¡w¤�¥��.¡w¤
«9¡u¥�Ä��|��¬gÜ�²9Ñ����Ó |¡u��¡w¤�¥��.�z���L�q¤� ^���g�^��¡u¤?�~¡w¢g�L |�������~�~�(�\ 
�~¡1hn���|��¤�¢��
Ò5�" \�.���g¤� ^���.��¦w�+�N¤��+¤��g�ç���" ^���;����²>Ñ���¡=�x�~¡Uhn���|��¤?¢"�.¡u¤�¢��^�(�o�^�g�9�L x��¢��o¤��z |�o¤� 
�Y�L |¡u�?£;���. ^�����^¡wÖ��'�NÊ9 ^���)���N ^�|¡Ãè�¥��^�L�{�g²¼�ºQP9´3·4�dC9��¸?@?Ea��´�µ->
é>�
��Ä�¦=�+¦w¡wío�� ^�' |���N¤�í7°��g²�°+²�®� |�����N�^ l�q���)¡u¤� |�^�~�~Ä�¢��g�����q ^�' |���{¥��|�o§��� |�������^���N§~Ë

§��|����¢Y���q��¡w¦u��é`�.���`É;¡=�z¡u ^¡w¤�¥� ^���{ÝÓÄ��z ^�Y�N¦w¡w�o¤geÓ�N ^¡w�o¤��o¦~æ{¤�¡wÉo�g�|�^¡Ã \���o¤����N¦=�z�������z ^Ä�����¤� |�
Ù9² G ����¤��N¤��&R+²p°Ó�g¤�¥��q�����
���^í��g���o¤
 ^���)§��o�|�o¦u¦w��¦�¡w��§�¦w������¤� |�N ^¡w�o¤��g²S��'�D��¶-��´3º4�X>T ��U



3,|'&D}�~t34243'(�(�&)(d�X�43-#%.�|-��3'(/��+�2p.��X�-���/+�2��X243'|-#��/+-2'�{.�|-��3'2p2X+p}7�4&)3'���{3D�X24.��r&r#]�4+��X24.��-.�34��+-|'3'(��/+-2'�a�/ ²
1 processor
zha        
oliveira   

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
0

20

40

60

80

100

120

140

 Problem size

T
im

e 
(s

ec
on

ds
)

16 processors          

16 processors & 4 wraps

zha                    

oliveira               

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
0

10

20

30

40

50

60

70

 Problem size

T
im

e 
(s

ec
on

ds
)

��»�@3¹�¶-�B�/Ì-� G �o��§��o�^¡=�^�o¤�Ò5�" \�.���g¤��\ Y�N¤����o�|�
�N¤��,¤��g� ¢Y�����z¡w¤�¥��N¦w¥o���^¡u ^���
T 
VUXW OZY�[1\�]_^a`�O"bc\�]ad�^oK1]1egf�OihcjVk lJ\�kUJLK ]amAn2oqp&r�sto�n8uivIwyxzwy{|{ o5{�r$}Iwy~�s�n��.w;{ ���yx�s�u|}��.]NRUc�0g:�B����nfbc(}
tuZz[SZ\cGr\Zqfbc���XY[IXYiUiUZ\i5�?[Wf�r\ZzTSTWRUcGaÓtwfb[
0gr\RUZ\c"QWR hLrÓ�nfbpq�GPgQWRUcGa��5[Sfgr\Z\Z\dGRUcGabT^]X�)XY[SrIV£���	���gk�� � }A@�7��
�GPG�(iURUr^X|QSRUfbc2�t�.�LXYabZ\T��IkT �VU `�OIbc\�]ad ]I�J�y��o�w�v;v1{ s|r�wyuqs|�;n8~c����v1s vIo�{ s�n8s|n���u�o�r$}�n8st���,o�~�s�n�vIwyxzwy{|{ o5{"~�r5s|o5n8uqs �Qrcr��y�Av1��uqs|n��b]!�)XYTvQWZ\[�� T
QSVGZ\TWRUT^]G�~Z\�(XYT3B����ë13cGR �"Z\[WTSR Q�j�]����	�y�(kT ��UX� O � � j��NE�K1]1e2YxO1��K1]�� � K1] ]8��wyuqx�s����_�;��v1�Iu�wyuqs|�yn8~I]a�bfbVGcGT3e`fb�G��RUcGT��5[SZ\TWT^]!
YcGdÓZzd�kU]9���	�	�(kD�\TvQ
Z\dGR QSRUfbc'�GPG�GiURUTSVGZ\dg���	�	�.�"j=�`fb[vQWV'7`�gtufb[WdÓB9rzXYdGZ\pqRUrbkT �VU � Oa xO � JLK1d"d'K1]1e � OJ¡NO8¢9KNJLJLJ � e ]�£"}Io�n8���6o5x�s|r�wy{�{ ¤%~�u�w�¥${ o¦x§o�r��yn8~�uqx��,r�uqs|�;n��§�Z¨$w�r���¥$s���wyuqx�str�o5~��x§�y��~qv�o�r�uqxzw;{'©;wyu�wb]��3PGpqZ\[^k
�)X|QWV�kU]
�	�.�[���	������]o�G��k!�
�Ã��ª��	�	�(kT �VU ¢.O"«��NH,ksF�[NK8�oF�\�J ]�¬�n®­�w;r���¥�s�xz�yu�wyuqs|�yn.v�w;utu�o5x�n8~I]NRUc��5[Wf�r\Z\Zzd(RUcGabT9fYtn0�jgpq�ofbTSRsX.RUc'B`�G�GiURUZ\d��)X|QSV(}
Z\p{X|QWRUr\Tz]
�"fbi=kt�3<.]g�5[Wf��(RUd(Zzc(rzZb]o@�:I]9���y�	�(]L�(��k�

���5ª�
	�	�(kT �5U b�O�¯9O�f(H,\;°�KNJ"H ]_m±�yxzw$v,}+u|}Io��yx§o�uqs|r�wy{��6��©;o5{��§��²�s�³�o�n8~6xz�;uqw;utst�yn8~�wyn1©�s�uq~6s��Av1{ s|r�wyuqs|�yn8~I]�4;RUcGZzXY[
B9iUaGk(B9�G�(i=kU]t
	�����[���	���y��]N�(��k��
�	��ª��	
y´(kT �VU f�O1��K1]�¢A�1µ;µ;\�j
K1]ae�¢.O1¶oKNJ8· ]a¸�wyx§wy{�{ o�{iuqx�s�¹�wyn1©L¥�s�¹z©;s|w5���yn1wy{ s º5wyuqs|�;n��§�¦¥��yx§©;o�x§o�©�¥�s|©ystw5���yn1wy{i��w;¹uqx�s|r�o5~W]G��XY[IXYiUiUZ\i~�nfbpq�GPgQWRUcGaG]!
y´L�[���	������]N�G��kD�	��´���ª��	��
	�(kT �VU ¢.O8`�O W [NK ]Im»uq¼��y¹z¼�wy¤%r$}Iwy~�s�n��%~�r$}Io5��o����yxAxzo�©y�,r�s|n��
w;n?w;x�xz�y¼Z},o�w�©
�6wyuqx�s �6u���uqx�s|©ystw5���yn1wy{;���yx��.]�Gk��`P(pqZz[zk(4�RUc�kGB`iUaGk(B`�G�Gi=kU]9���¨���	�	
;�I]N�G��kt���5ª����gk


